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る [20]．後者の手法の一つにハイブリッドトレフツ有




















































図 1 に示すような，厚みが hで，x，z 軸方向にそ
れぞれ px，pz の周期長をもつ三次元二重周期構造に
よる平面波散乱問題を考える．内部領域（0 ≤ y ≤ h）
は，位置に依存する比誘電率 2(x, y, z)の誘電体とし，
半無限の外部領域（h ≤ y，y ≤ 0）は，それぞれ一定
値の比誘電率 1，3 の誘電体とする．なお全領域の透
磁率は，真空の透磁率 μ0 とした．平面波は図 2 に示
すように，入射波数ベクトル kin と y 軸がなす入射角
が θi，入射面と x 軸がなす方位角が θr，入射面と入
射電界ベクトル Ein がなす偏波角が θp で入射するも
のとする．このとき入射波数ベクトル kin は，
kin = kxxˆ− ky yˆ + kz zˆ (1)
図 1 二重周期構造
Fig. 1 Doubly periodic structure.
図 2 入射平面波

















yˆ，zˆ はそれぞれ x，y，z 軸方向の単位ベクトルであ
る．入射電界ベクトル Ein は
Ein = E0(Ein,xxˆ + Ein,y yˆ + Ein,z zˆ) (3)
Ein,x = − sin θp sin θr + cos θp cos θi cos θr (4)
Ein,y = cos θp sin θi (5)
Ein,z = sin θp cos θr + cos θp cos θi sin θr (6)
と表せる．ここに，E0 は入射平面波の振幅であり，計






yˆ ×∇× Ein + 1
μ0
∇× yˆ × Ein (7)
に置き換え，外部領域の無限遠方 ±y 軸方向に放射条
件を課す．x–z 面内では，構造の周期性から周期条件




Rmn = mpxxˆ + npz zˆ (m,n = 0,±1,±2, · · ·)(9)
である．なお，文献 [29]のように一方向へ周期的な二
次元周期構造での格子ベクトルは，x あるいは z 軸
方向に周期性がある場合にそれぞれ，式 (9)において
n = 0あるいはm = 0としたものである．以上から本
問題の解析領域は，図 3に示すような単位セルとなる．
2. 2 汎 関 数
図 3に示す基本単位セル（0 ≤ x < px，0 ≤ z < pz）
を解析領域に選び，解析領域を比誘電率 i の半無限な
一様均質領域 Vi (i = 1, 3)と，比誘電率 2(x, y, z)の
不均質領域 V2 に分割する．Ωi は V2 と Vi の接続境界







Fig. 3 Unit cell.
込む．






















E · (nˆ×∇× Etin +∇×nˆ× Etin)dA
(10)
である．ここに，上添字 t はトランスポーズ界 [33]，∫∫∫
V2







半無限な一様均質領域 Vi (i = 1, 3)は，それぞれ系
の支配方程式を満足する補間関数を用いたトレフツ要
素で分割するため，汎関数 Ii は，























限領域 Vi を囲む閉曲面 ∂Vi での面積分を表す．本定
式化では補間関数として放射条件，周期条件を満足す
る空間高調波を採用するので，汎関数 Ii の積分面 ∂Vi
は境界面 Ωi 上の面積分となる．
2. 3 不均質領域における汎関数の離散化
三次元構造を取り扱うため，不均質領域 V2 を図 4
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図 4 直方体エッジ要素
Fig. 4 Hexahedron edge element.
に示すような三次元直方体エッジ要素 [31]で要素分割
する．この要素内の近似電界は
E = {U}T {Ex}xˆ + {V }T {Ey}yˆ + {N}T {Ez}zˆ
(12)
である．ここに，{U}，{V }，{N}は補間関数からな
る列ベクトル，{Ew} (w = x, y, z)は要素内電界分布













































































































































一様均質領域 Vi (i = 1, 3) はそれぞれ 1 個のトレ





































































0 ，kxm = −j Kmn · xˆ = kx + 2mπ/px，




汎関数の式 (11) を式 (12)，(25)，(30)，(31) を用
いて離散化すると
Ii = {Dtmn,i}T [Gi]{Dmn,i}+ {E˜ti}T [Li]{Dmn,i}
+ {Dtmn,i}T [Lti]{E˜i} (32)
となる．ここに，列ベクトル {Dmn,i}は，(2Mx +1)
(2Mz + 1)個の未知展開係数 Amn,i，Bmn,i を並べた
列ベクトル {Amn,i}，{Bmn,i}からなるもので，




























(k2xm − κ2mn,i)pxpz (37)
である．ここに δpq はクロネッカのデルタであり，下添
字 p，qはモード次数m，nと，例えば q = (m+Mx)
(2Mz + 1) + (n + Mz + 1) のように一対一対応さ
せ，列ベクトル {Amn,i}，{Bmn,i}は要素 1から要素
(2Mx + 1)(2Mz + 1)までとする．また小行列の上添








































{Dmn,i} = −[Gi]−1([Lti]{E˜i}) (45)
{Dtmn,i} = −({E˜ti}T [Li])[Gi]−1 (46)
が得られる．式 (45)，(46)を式 (32)に代入すると，






˜Ei は領域 V2 の近似電界とする
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次方程式となる．この連立一次方程式に，周期境界
条件の式 (8)を用いて x = px 面上の電界と対応する
x = 0 (m = 1, n = 0)面上の未知電界の関係式並び
に z = pz 面と z = 0 (m = 0, n = 1) 面上の未知電
界の関係式を考慮すると，最終的に解くべき連立一次
方程式を得る．ここに未知量は，領域 V2 内の電界の

























































る．図 3 の基本単位セルの周期長を px = pz = λ0/4，
空間高調波数をMx = Mz = 16と設定し，単位セル
の x，y，z 軸方向の分割数 Nx，Ny，Nz をいずれも
16とし，等分割して計算を行う．更に領域 V2 の厚み
h = λ0/4，2 = 4としている．計算結果と厳密解との
絶対誤差を調べたものを図 5 に示す．ここに図 5 (a)，
(b)はそれぞれTE波入射（θp = 90◦，θr = 0◦），TM
波入射（θp = 0◦，θr = 0◦）の場合の結果である．ど
ちらの場合も厳密解との絶対誤差は小さいが，TM波
入射の誤差は，TE波入射の誤差よりも 3けた程度大








Fig. 5 Absolute errors of relative reﬂection, trans-
mission and scattering powers for the dielec-
















TE 波，TM 波ともに，図 6 (a) の反射電力は十分に
小さく，図 6 (b)の透過電力は入射角 θi = 89.9◦ にお




こで，単位セルの縦横長さ px = pz = 20mm，厚み
h = 2mm とし，誘電体スラブの比誘電率 c = 4 で
ある．埋め込まれた誘電体ブロックは x，z 方向の長
さ wx，wz がともに wx = wz = 10mm，比誘電率が
図 7 誘電体ブロックによる周期構造の単位セル
Fig. 7 Unit cell of an embedded dielectric block.
(a) Dependence on the number of space harmonics.
(b) Dependence on the number of unknowns corre-
sponding to electric ﬁeld components in the re-
gion V2.
図 8 反射係数の収束性
Fig. 8 Convergence of reﬂection coeﬃcients.
b = 10 である．入射平面波は周波数 f = 12GHz，
入射角 θi = 0◦，30◦ の TM 波（θp = 0◦，θr = 0◦）











の厚み hが周期方向の長さの 10分の 1であることか
ら，厚み y 軸方向の分割数を Ny = 2 で固定してい





常に小さく，Mx = Mz = 16 程度でほぼ一定値に収
束している．図 8 (b)では，x，z 軸方向に同じ分割数






は速い．θi = 30◦ では，誤差は小さいものの θi = 0◦
と比べると収束が遅くなっている．表 1，表 2 はそ
れぞれ図 8 (a)，(b) の相対誤差を計算したときの反
表 1 空間高調波数に対する反射係数の収束性
Table 1 Convergence of reﬂection coeﬃcients for the
number of space harmonics.
Mx=Mz 空間高調波数 反射係数
θi = 0
◦ θi = 30◦
2 25 0.53539 0.31586
4 81 0.52993 0.30814
8 289 0.52970 0.30790
16 1089 0.52970 0.30792
20 1681 0.52970 0.30793
32 4225 0.52970 0.30793
40 6561 0.52970 0.30794
52 11025 0.52970 0.30794
64 16641 0.52970 0.30794
∞ ∞ 0.52970 0.30794
表 2 未知数に対する反射係数の収束性
Table 2 Convergence of reﬂection coeﬃcients for the
number of unknowns.
分割数 未知数 反射係数
(x, y, z) θi = 0
◦ θi = 30◦
(8, 2, 8) 3584 0.52922 0.30286
(12, 2, 12) 8064 0.52963 0.30632
(16, 2, 16) 14336 0.52969 0.30744
(20, 2, 20) 22400 0.52970 0.30794
(24, 2, 24) 32256 0.52970 0.30821
(28, 2, 28) 43904 0.52971 0.30836




要素分割数を Nx = Nz = 16，空間高調波展開数は
Mx = Mz = 16とした．図 9 は，TM波の反射係数
の周波数依存性を調べたものである．誘電体板厚み方
向の分割数をNy = 2とした HTFEMの計算結果 (実
線, 破線)は，入射角 θi = 30◦ の場合の共振点のピー
ク値に違いがあるものの，ハイブリッド有限要素/境界
積分法（Hybrid Finite Element/Boundary Integral





ここで，px = pz = 10mm，h = 2mm とし，誘電
体スラブの比誘電率は c = 2 とした．埋め込まれた
導体は厚みが零である完全導体とし，x軸方向の長さ
が wx = 2.5mm，z 軸方向の長さが wz = 5mmであ
図 9 反射係数の周波数依存性
Fig. 9 Frequency dependence of reﬂection coeﬃcients.
図 10 方形ストリップ埋込型 FSS の単位セル





Fig. 11 Frequency dependence of reﬂection power.
図 12 スロット開口型 FSS の単位セル
Fig. 12 Unit cell of FSS with a slot aperture.







また FSS として，比誘電率 4 の誘電体板上面に厚
みがゼロの完全導体で周期パターンを形成したものを
二種類考える．いずれの入射波も垂直入射する TM波
（θi = 0◦，θp = 0◦，θr = 0◦）とする．はじめに方形
開口パターンを有する FSS を考え，その単位セルを
図 12 に示す．ここで px = pz = 10mm，h = 1mm，
開口の x 軸方向の長さ wx = 1.875mm，z 軸方向の






ここで px = pz = 10mm，h = 3mm，十字型導体
図 13 反射電力の周波数依存性
Fig. 13 Frequency dependence of reﬂection power.
図 14 クロスパッチ型 FSS の単位セル
Fig. 14 Unit cell of FSS with a cross patch.
図 15 反射係数の周波数依存性
Fig. 15 Frequency dependence of reﬂection coeﬃcient.
の短辺 w1 = 0.625mm，長辺 w2 = 6.875mm とし
た．反射係数の周波数依存性を調べた結果を図 15 に
示す．基本単位セルは x–z 平面上で上下並びに左右に
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